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ABSTRAKT
Tato pra´ce se zaby´va´ vyuzˇit´ım zobecneˇny´ch funkc´ı. Nejprve jsou prˇedstaveny
za´klady teorie zobecneˇny´ch funkc´ı jakozˇto funkciona´l˚u a operace na jejich prostoru.
Na´sledneˇ jsou zde uvedeny prˇ´ıklady a vytvorˇen obecny´ model pro vy´pocˇet pr˚uhybove´
cˇa´ry nosn´ıku zat´ızˇene´ho nespojity´mi zat´ızˇen´ımi pomoc´ı distribuc´ı. Na za´veˇr se rˇesˇ´ı
tlakove´ ztra´ty prˇi proudeˇn´ı rea´lne´ nestlacˇitelne´ kapaliny v prˇ´ıme´m potrubn´ım
syste´mu s hydraulicky´m prvkem a zobecneˇn´ı proble´mu na potrub´ı s neˇkolika prvky.
KLI´CˇOVA´ SLOVA
Zobecneˇne´ funkce, distribuce, ohybova´ cˇa´ra nosn´ıku, tlakove´ ztra´ty v potrub´ı
ABSTRACT
The aim of this thesis is utilization of generalized functions. Firstly, basis of ge-
neralized functions theory and operations on their space are introduced. Secondly,
examples and general model for calculating deflection lines of discontinuously loaded
beams using distributions are shown. Towards the end, pressure loss in real incom-
pressible fluid flowing in straight pipe system with hydrailic features is calculated.
KEYWORDS
Generalized function, distributions, beam deflection, pressure loss in pipes
PROCHA´ZKA, Petr Vyuzˇit´ı zobecneˇny´ch funkc´ı v mechanice kontinua: bakala´rˇska´
pra´ce. Brno: Vysoke´ ucˇen´ı technicke´ v Brneˇ, Fakulta strojn´ıho inzˇeny´rstv´ı, U´stav
matematicke´ho inzˇeny´rstv´ı, 2016. 45 s. Vedouc´ı pra´ce prof. Ing. Frentiˇsek Po-
chyly´, CSc.
Prohlasˇuji, zˇe jsem bakala´rˇskou pra´ci Vyuzˇit´ı zobecneˇny´ch funkc´ı v mechanice konti-
nua vypracoval samostatneˇ pod veden´ım pana prof. Ing. Frantiˇska Pochyle´ho, CSc.
s pouzˇit´ım materia´l˚u uvedeny´ch v seznamu literatury .
V Brneˇ 26. 05. 2016
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Petr Procha´zka
T´ımto deˇkuji sve´mu sˇkoliteli panu prof. Ing. Frantiˇsku Pochyle´mu, CSc., za odborne´
veden´ı me´ bakala´rˇske´ pra´ce, vstrˇ´ıcnost, cenne´ rady a prˇipomı´nky.
Petr Procha´zka

OBSAH
U´vod 1
1 Teorie 3
1.1 Prostor testovac´ıch funkc´ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Distribuce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Operace na prostoru distribuc´ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2 Vyuzˇit´ı v pruzˇnosti a pevnosti 15
2.1 Odvozen´ı pr˚uhybove´ cˇa´ry nosn´ıku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 Vy´pocˇtove´ modely . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2.1 Prˇ´ıklad 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2.2 Prˇ´ıklad 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.3 Obecny´ model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3 Vyuzˇit´ı v hydromechanice 31
3.1 Vy´pocˇtove´ modely . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.1.1 Prˇ´ıklad 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.1.2 Prˇ´ıklad 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.1.3 Obecny´ model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
Za´veˇr 41
Seznam pouzˇity´ch zdroj˚u 43
Seznam pouzˇity´ch symbol˚u a zkratek 45

U´VOD
V rˇadeˇ obor˚u se setka´va´me s promeˇnny´mi velicˇinami, ktere´ se, alesponˇ prˇiblizˇneˇ,
rovnaj´ı nule pro vsˇechny hodnoty neza´visle promeˇnne´ (obvykle cˇasu nebo polohy).
Vy´jimkou je vsˇak velmi male´ okol´ı urcˇite´ho bodu, ve ktere´m naby´vaj´ı velmi velky´ch
funkcˇn´ıch hodnot, prˇicˇemzˇ integra´l prˇes cely´ definicˇn´ı obor je konecˇny´. Takovy´
pr˚ubeˇh ma´ naprˇ´ıklad u´der baseballovou pa´lkou do mı´cˇku, elektricky´ impuls v elek-
trotechnice nebo p˚usoben´ı s´ıly v bodeˇ.
Prˇi modelova´n´ı popsany´ch proble´mu˚ se s u´speˇchem uzˇ´ıvalo tzv. Diracovo δ, jehozˇ
teoreticke´ za´veˇry odpov´ıdaly vy´sledk˚um z praxe. Paul Dirac popsal tuto funkci trˇemi
za´kladn´ımi vlastnostmi:
• δ(x) = 0, pro x 6= 0
• δ(0) = +∞
• ∫ ∫ . . . ∫
Rn
δ(x) dx = 1.
Ve skutecˇnosti to vsˇak zˇa´dna´ funkce nen´ı, nebot’ Lebesgue˚uv integra´l z funkce skoro
vsˇude rovne´ nule je roven nule. Tato skutecˇnost je tak v rozporu se trˇet´ı definicˇn´ı
vlastnost´ı Diracova δ. Lze si take´ vsˇimnout, zˇe by funkce kδ(x) naby´vala stejny´ch
hodnot 0 a +∞ jako funkce δ(x), avsˇak jej´ı integra´l je pro k 6= 1 r˚uzny´ od 1.
S na´pravou prˇiˇsel na prˇelomu roku 1944 Laurent Schwartz, ktery´ teorii distri-
buc´ı neboli zobecneˇny´ch funkc´ı vystaveˇl na pojmu funkciona´l. Uplatneˇn´ı distribuc´ı
je nyn´ı sˇiroke´ a mnohe´ zna´me´ modely se d´ıky nim daj´ı zjednodusˇit.
C´ılem te´to pra´ce je, na za´kladeˇ litera´rn´ı resˇersˇe teorie zobecneˇny´ch funkc´ı, vyuzˇit´ı
matematicky korektneˇ definovany´ch distribuc´ı k vytvorˇen´ı obecne´ho modelu nosn´ıku
na pruzˇny´ch podpora´ch s nespojity´mi zat´ızˇen´ımi, a to naprˇ. momentem, silou p˚usob´ı-
c´ı v bodeˇ nebo pruzˇinou. A da´le ve trˇet´ı kapitole formulace matematicke´ho modelu
vy´voje tlaku v jednorozmeˇrne´m hydraulicke´m syste´mu s loka´ln´ımi hydraulicky´mi
prvky.
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1 TEORIE
Abychom mohli vystaveˇt a na´sledneˇ vyuzˇ´ıt poznatk˚u teorie distribuc´ı, je nutne´
nejdrˇ´ıve zave´st neˇktere´ za´kladn´ı pojmy, na ktery´ch je cela´ teorie vystaveˇna. Ve srov-
na´n´ı s obycˇejny´mi funkcemi, ktere´ jsou zobrazen´ım neˇjake´ mnozˇiny do mnozˇiny cˇ´ısel
nebo vektorove´ho prostoru, se v prˇ´ıpadeˇ funkciona´l˚u jedna´ o zobrazen´ı z mnozˇiny
neˇjaky´ch
”
peˇkneˇ se chovaj´ıc´ıch funkc´ı“ do mnozˇiny rea´lny´ch, prˇ´ıpadneˇ komplexn´ıch
cˇ´ısel. Po vytvorˇen´ı mnozˇiny takovy´ch funkc´ı zavedeme pojem a prostor distribuc´ı
matematicky korektneˇ.
Ve druhe´ cˇa´sti teoreticke´ho u´vodu uka´zˇeme neˇktere´ vlastnosti vytvorˇene´ho pro-
storu a za´kladn´ı operace, se ktery´mi budeme da´le pracovat. Ke zpracova´n´ı te´to ka-
pitoly byla vyuzˇita prˇedevsˇ´ım literatura [9], [10] a [13] na ktere´ se v textu vyskytuj´ı
odkazy a lze v nich nale´zt doplnˇuj´ıc´ı informace.
1.1 Prostor testovac´ıch funkc´ı
Meˇjme otevrˇenou souvislou mnozˇinu v Rn, kterou budeme nazy´vat oblast Ω. Sym-
bolem C(k)(Ω) rozumı´me mnozˇinu vsˇech funkc´ı, ktere´ jsou v Ω spojite´ i se svy´mi
parcia´ln´ımi derivacemi azˇ do rˇa´du k vcˇetneˇ. Da´le zavedeme pojem kompaktn´ı nosicˇ
funkce, cozˇ je uza´veˇr mnozˇiny vsˇech bod˚u x ∈ Ω, pro ktere´ je funkcˇn´ı hodnota v teˇch-
to bodech r˚uzna´ od nuly. Matematicky nosicˇ funkce zapisujeme
supp f = {x ∈ Ω |f(x) 6= 0}.
Definice 1. Prostorem testovac´ıch funkc´ı D(Ω) nazveme mnozˇinu vsˇech funkc´ı
trˇ´ıdy C(∞)(Ω) s omezeny´m kompaktn´ım nosicˇem. Jednotlive´ funkce ϕ ∈ D jsou
testovac´ımi funkcemi.
Podle definice je tedy kazˇda´ testovac´ı funkce ϕ ∈ D nekonecˇneˇ mnohokra´t spojiteˇ di-
ferencovatelna´ v Ω a za´rovenˇ naby´va´ nenulove´ hodnoty pouze na urcˇite´m uzavrˇene´m
intervalu, ktery´ je obecneˇ pro kazˇdou funkci ϕ ∈ D jiny´.
Snadno lze uka´zat, zˇe prostor D je vektorovy´m podprostorem prostoru rea´lny´ch
funkc´ı na Rn. Plat´ı
ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ D ⇒ ϕ1(x) + ϕ2(x) ∈ D ,
ϕ(x) ∈ D , λ ∈ C⇒ λϕ(x) ∈ D .
3
Jako prˇ´ıklad uvedeme zna´mou testovac´ı funkc´ı ϕ(x), ktera´ je definova´na
ϕ(x) =
exp(− a
2
a−x2 ) |x| < a
0 |x| ≥ a
(1.1)
x
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Graf funkce exp(-1/(1-x2))
Obr. 1.1: Testovac´ı funkce (1.1) pro a = 1
Z obra´zku 1.1 je videˇt, zˇe funkce ϕ(x) je testovac´ı funkc´ı, nebot’ splnˇuje pozˇadavky
definice 1.
Nyn´ı, podle [9], zavedeme takzvanou slabou konvergenci v prostoru D . Ne-
cht’ {ϕk} je posloupnost testovac´ıch funkc´ı, kde ϕ ∈ Ω. Rˇekneme, zˇe ϕk →
k→∞
ϕ v D ,
jestlizˇe existuje takova´ podoblast Ω′ oblasti Ω, kde Ω′ ⊂ Ω, a ve ktere´ plat´ı
suppϕk ⊂ Ω′ ∧ suppϕ ∈ Ω′,
a konverguje-li i posloupnost funkc´ı ϕk a vsˇech jej´ıch derivac´ı
1 Dpϕn stejnomeˇrneˇ
k funkci ϕ a jej´ım derivac´ım Dpϕ. Vzhledem k uvedene´ konvergenci jsou operace
v D spojite´, tj.
ϕk →
k→∞
ϕ v D , ψk →
k→∞
ψ v D ⇒ ∀α, β ∈ R : αϕk + βψk →
k→∞
αϕ+ βψ v D ,
ϕk →
k→∞
ϕ v D ,∀g ∈ C∞ ⇒ gϕk →
k→∞
gϕ v D .
1p je zde tzv. multiindex, v´ıce ve druhe´ pozna´mce na straneˇ 8.
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1.2 Distribuce
Definice 2. Necht’ X je linea´rn´ı prostor. Funkci f : X → R, resp. funkci f : X → C,
nazy´va´me funkciona´lem.
Funkciona´l f se nazy´va´ aditivn´ı, jestlizˇe
f(x+ y) = f(x) + f(y) pro x, y ∈ X.
Funkciona´l f se nazy´va´ homogenn´ı, jestlizˇe
f(αx) = αf(x) pro x ∈ X,α ∈ R.
Definice 3. Aditivn´ı homogenn´ı funkciona´l se nazy´va´ linea´rn´ı. Mnozˇinu vsˇech
linea´rn´ıch (spojity´ch i nespojity´ch) funkciona´l˚u na prostoru X nazy´va´me dua´ln´ı
prostor a znacˇ´ıme ho X∗.
Definice 4. Necht’ (X, ||·||) je normovany´ prostor a f : X → R je neˇjaky´ funkciona´l.
Funkciona´l f se nazy´va´ spojity´ v bodeˇ x0 ∈ X, jestlizˇe ke kazˇde´mu  > 0 existuje
δ > 0 tak, zˇe pro vsˇechna x ∈ X splnˇuj´ıc´ı ||x− x0|| ≤ δ plat´ı |f(x)− f(x0)| ≤ .
Funkciona´l f se nazy´va´ spojity´ v prostoru X, jestlizˇe je spojity´ v kazˇde´m bodeˇ
x0 ∈ X.
Pozna´mka. Vy´sˇe uvedene´ definice byly prˇevzaty z [7], kde lze naj´ıt doplnˇuj´ıc´ı infor-
mace.
Definice 5. Distribuc´ı T nazveme spojity´ linea´rn´ı funkciona´l na vektorove´m pro-
storu D . Hodnotu funkciona´lu T na testovac´ı funkci ϕ ∈ D budeme znacˇit 〈T, ϕ〉.
Uka´zˇeme, zˇe mnozˇina vsˇech distribuc´ı je rovneˇzˇ vektorovy´m prostorem, ktery´
je podprostorem prostoru D∗, a budeme jej znacˇit D ′.
Soucˇet T1 + T2, pro T1, T2 ∈ D ′ a soucˇin λT pro T ∈ D ′, λ ∈ R, definujeme v tomto
prostoru na´sledovneˇ
〈T1 + T2, ϕ〉 = 〈T1, ϕ〉+ 〈T2, ϕ〉, (1.2)
〈λT1, ϕ〉 = λ〈T1, ϕ〉. (1.3)
Pozna´mka. Vid´ıme tedy, zˇe takto definovane´ operace tvorˇ´ı na prostoru D ′ bilinea´rn´ı
formu.
Distribuci Tf , ktera´ je zada´na pomoc´ı loka´lneˇ integrovatelne´ funkce f (tj. funkc´ı,
ktera´ je integrovatelna´ na kazˇde´ omezene´ mnozˇineˇ), definujeme jako
〈Tf , ϕ〉 =
∫ ∫
. . .
∫
Rn
f(x)ϕ(x) dx. (1.4)
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Integra´l v (1.4) ma´ jisteˇ smysl, nebot’ neintegrujeme prˇes cele´ Rn, ale pouze
prˇes omezeny´ nosicˇ funkce ϕ, na neˇmzˇ je f integrovatelna´ a za´rovenˇ je zde ϕ spo-
jita´ funkce, tud´ızˇ fϕ je na dane´m intervalu integrovatelna´. Snadno vid´ıme, zˇe in-
tegra´l (1.4) je linea´rn´ı funkciona´l promeˇnne´ ϕ, ale abychom tento funkciona´l mohli
povazˇovat za distribuci, mus´ıme uka´zat spojitost.
Uvazˇujme posloupnost testovac´ıch funkc´ı ϕk →
k→∞
ϕ v D a necht’ existuje ome-
zena´ mnozˇina K, ktera´ obsahuje nosicˇe vsˇech testovac´ıch funkc´ı ϕk, plat´ı
|〈Tf , ϕk〉 − 〈Tf , ϕ〉| ≤
(∫ ∫
. . .
∫
K
|f(x)|ϕ(x) dx
)
max |ϕk − ϕ|.
Jelikozˇ na prave´ straneˇ |ϕk − ϕ| →
k→∞
0, mus´ı leva´ strana nutneˇ konvergovat k 0,
cˇ´ımzˇ jsme doka´zali spojitost funkciona´lu definovane´ho prˇedpisem (1.4).
Pozna´mka. Distribuce vyhovuj´ıc´ı prˇedpisu (1.4) budeme oznacˇovat jako regula´rn´ı,
distribuce, ktere´ toto vyja´drˇen´ı nemaj´ı, nazy´va´me singula´rn´ımi.
Veˇta 1. Dveˇ funkce f, g urcˇuj´ı tenty´zˇ funkciona´l, Tf = Tg, pra´veˇ tehdy, kdyzˇ jsou
si rovny skoro vsˇude.
Pozna´mka. Du˚kaz te´to veˇty lze nale´zt v [13] na straneˇ 75.
Da´le uvazˇujme dveˇ loka´lneˇ integrovatelne´ funkce f a g, ktere´ jsou sobeˇ rovny
skoro vsˇude (z toho vyply´va´, zˇe budeme hovorˇit pouze o trˇ´ıda´ch loka´lneˇ integrova-
telny´ch funkc´ı). Nyn´ı mu˚zˇeme povazˇovat distribuce za zobecneˇn´ı loka´lneˇ integrova-
telny´ch funkc´ı. Ztotozˇn´ıme tedy loka´lneˇ integrovatelnou funkci f , definovanou skoro
vsˇude, s funkciona´lem Tf , ktery´ urcˇuje a p´ıˇseme
〈f, ϕ〉 = 〈Tf , ϕ〉 =
∫ ∫
. . .
∫
Rn
∫
|f(x)|ϕ(x) dx.
Diracovu δ distribuci definujeme vztahem: 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0) a obdobneˇ take´ posunutou
Diracovu δa distribuci v bodeˇ a jako: 〈δ, ϕa〉 = ϕ(a). Uka´zˇeme, zˇe takto zadany´
spojity´ linea´rn´ı funkciona´l je singula´rn´ı distribuc´ı. Kdyby totizˇ existovala loka´lneˇ
integrovatelna´ funkce δ(x), pro kterou plat´ı
〈δ(x), ϕ(x)〉 =
∫ +∞
−∞
δ(x)ϕ(x) dx,
muselo by take´ ∫ +∞
−∞
δ(x)ϕ(x) dx = ϕ(0),
pro funkci (1.1) a tedy ∫ +a
−a
δ(x) e−a
2/(a2−x2) dx = e−1.
Avsˇak s lima→0+ se leva´ strana bl´ızˇ´ı k nule, a to je spor.
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Pozna´mka. Da´le budeme psa´t Diracovu δ distribuci jako δ(x − a) = δa, ale sta´le
mus´ıme mı´t na pameˇti, zˇe se jedna´ o distribuci, a vy´raz δ(x−a) nevyjadrˇuje funkcˇn´ı
hodnotu
”
Diracovy delta funkce“ v bodeˇ a.
Pozna´mka. Diracovu δa distribuci mu˚zˇeme interpretovat jako soustrˇedeˇn´ı jednotkove´
hmoty v bodeˇ a ∈ Rn. Rozlozˇen´ı na´boje o hustoteˇ f mu˚zˇeme modelovat vyuzˇit´ım
distribuce odpov´ıdaj´ıc´ı loka´lneˇ integrovatelne´ funkci f . Cˇa´st prostoru V n ⊂ Rn
potom obsahuje na´boj
∫ ∫
. . .
∫
Vn
|f(x)|ϕ(x) dx. Dalˇs´ı modely rozlozˇen´ı a blizˇsˇ´ı infor-
mace k proble´mu lze nale´zt v [1]. Tyto modely rozlozˇen´ı, neboli distribuce, mohou
by´t d˚uvodem pojmenova´n´ı cele´ teorie vybudovane´ Laurentem Schwartzem.
Definice 6. Rˇekneme, zˇe distribuce T ∈ D ′ je na otevrˇene´ oblasti Ω ∈ Rn rovna
nule pra´veˇ tehdy, kdyzˇ je rovnost 〈T, ϕ〉 = 0 splneˇna pro vsˇechny testovac´ı funkce
ϕ ∈ D , pro ktere´ plat´ı suppϕ ⊂ Ω.
S vyuzˇit´ım prˇedchoz´ı definice oznacˇ´ıme nosicˇem supp T dane´ distribuce T nejmensˇ´ı
uzavrˇenou mnozˇinu, na jej´ımzˇ doplnˇku je tato distribuce rovna nule. Nosicˇem funkce
mu˚zˇe by´t naprˇ´ıklad i jednobodova´ mnozˇina {a}, ktera´ je supp δ(x − a). Snadno
vid´ıme, zˇe pokud jsou mnozˇiny supp T a suppϕ disjunktn´ı, potom 〈T, ϕ〉 = 0.
1.3 Operace na prostoru distribuc´ı
V na´sleduj´ıc´ı podkapitole uvedeme neˇkolik za´kladn´ıch operac´ı na prostoru distribuc´ı
a uka´zˇeme, jak se s nimi pracuje. Poznatky da´le vyuzˇijeme ve druhe´ a trˇet´ı kapitole
prˇi prakticky´ch vy´pocˇtech v teorii Pruzˇnosti a pevnosti a Hydromechaniky.
Scˇ´ıta´n´ı distribuc´ı a na´soben´ı distribuc´ı skala´rem
Uvedene´ operaci jizˇ byly uka´za´ny v (1.2) a (1.3) na straneˇ 5.
Translace distribuc´ı
Translac´ı distribuce T(x) ∈ D ′ o vektor a ∈ Rn rozumı´me distribuci T(x− a) ∈ D ′,
pro nizˇ ∀ϕ ∈ D plat´ı
〈T(x− a), ϕ(x)〉 = 〈T, ϕ(x+ a)〉.
Jako prˇ´ıklad uvedeme posunut´ı Diracovy δ(x) distribuci o vektor a ∈ Rn
〈δ(x− a), ϕ(x)〉 = 〈δ(x), ϕ(x+ a)〉.
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Derivace distribuc´ı
Prˇi hleda´n´ı nejvhodneˇjˇs´ıho zp˚usobu definice derivace ∂ T
∂x1
distribuce T(x) ∈ Rn podle
promeˇnne´ x1 byl kladen pozˇadavek rovnosti derivace distribuce derivaci
∂f
∂x1
spojiteˇ
diferencovatelne´ funkce f v obvykle´m smyslu.
Uvazˇujme tedy spojiteˇ diferencovatelnou funkci f promeˇnne´ x, s vyuzˇit´ım Fubiniho
veˇty plat´ı〈∂f(x)
∂x1
, ϕ(x)
〉
=
∫
Rn
∂f(x)
∂x1
ϕ(x) dx =
=
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
. . .
∫ +∞
−∞
(∫ +∞
−∞
∂f(x)
∂x1
ϕ(x) dx1
)
dx2, . . . , dxn−1, dxn,
da´le integrac´ı per partes dosta´va´me
[f(x)ϕ(x)]+∞−∞ −
∫ +∞
−∞
f(x)
∂ϕ(x)
∂x1
dx1.
Snadno vid´ıme, zˇe mensˇenec tohoto rozd´ılu se rovna´ nule, jelikozˇ ϕ je rovna nule
mimo sv˚uj nosicˇ. Prˇejdeme k
−
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
. . .
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
(
f(x)
∂ϕ(x)
∂x1
dx1
)
dx2 . . . dxn−1, dxn =
= −
∫
Rn
f(x)
∂ϕ(x)
∂x1
dx =
〈
f(x),
∂ϕ(x)
∂x1
〉
.
Budeme tedy definovat derivaci ∂T
∂x1
distribuce T(x)〈∂T(x)
∂xi
, ϕ(x)
〉
=
〈
T(x),
∂ϕ(x)
∂xi
〉
.
Pozna´mka. Du˚kaz toho, zˇe takto definovana´ derivace distribuc´ı je rigoro´zneˇ prˇesna´
lze nale´zt v [13] na straneˇ 82.
Pozna´mka. Zavedeme tzv. multiindex, necht’ p = (p1, p2, . . . , pn) je posloupnost
n neza´porny´ch cely´ch cˇ´ısel, symbolem Dp oznacˇ´ıme diferencia´ln´ı opera´tor( ∂
∂x1
)p1( ∂
∂x2
)p2
. . .
( ∂
∂xn
)pn
.
Polozˇme |p| = p1 + p2 + . . .+ pn, cozˇ prˇedstavuje rˇa´d derivace.
Veˇta 2. Kazˇda´ distribuce T ma´ derivace vsˇech rˇa´d˚u a porˇad´ı derivova´n´ı lze libovolneˇ
zameˇnit. Plat´ı
〈Dp T, ϕ〉 = (−1)|p|〈T, Dpϕ〉. (1.5)
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Pozna´mka. V praxi se cˇasto setka´va´me s pozˇadavkem sestavit funkci, ktera´ je slozˇena
na r˚uzny´ch intervalech z rozd´ılny´ch funkc´ı. Na´zorny´m prˇ´ıkladem mu˚zˇe by´t vyp´ınacˇ
sveˇtla, ve ktere´m z˚usta´va´ signa´l nulovy´ do doby, kdy je sepnut, a setrva´va´ v za-
pnute´m stavu, dokud ho dalˇs´ım stiskem nevypneme. Matematicky´m apara´tem vhodneˇ
zpracova´vaj´ıc´ım tuto skutecˇnost je Heavisideova funkce (tzv. jednotkovy´ skok), kte-
rou definujeme jako
H(x− a) =
0 pro x < 01 pro x ≥ a
−1 0 1
1
0, 8
0, 6
0, 4
0, 2
0
1
0, 8
0, 6
0, 4
0, 2
0
2−2
y
x
Graf Heavisideovy funkce H(x)
Obr. 1.2: Heavisideova funkce H(x)
Prˇ´ıklad. Uvazˇujme drˇ´ıve popsany´ vyp´ınacˇ, ktery´ je vypnuty´ a zapneme jej v cˇase
t1 = 6 s a zpeˇt vypneme v cˇase t2 = 10 s. Funkce y(t) popisuj´ıc´ı stav vyp´ınacˇe, kde 0
znacˇ´ı stav vypnuto a 1 zapnuto, je da´na rovnic´ı
y(t) = H(t− 6)−H(t− 10). (1.6)
4 6 8
1
0, 8
0, 6
0, 4
0, 2
0
102
1
0, 8
0, 6
0, 4
0, 2
0
12 t
y Graf slozˇene´ Heavisideovy funkce podle (1.6)
Obr. 1.3: Graf funkce y(t) = H(t− 6)−H(t− 10)
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Uka´zˇeme, cˇemu je rovna derivace Heavisideovy funkce H. Polozˇme distribuci TH
rovnu H, na´sledneˇ plat´ı
〈T′H(x), ϕ(x)〉 = −〈TH(x), ϕ(x)′〉 = −
∫ +∞
−∞
T(x)ϕ′(x) dx =
= −
∫ +∞
0
ϕ′(x) dx = −[ϕ(x)]+∞0 = ϕ(0) = 〈δ(x), ϕ(x)〉.
Vid´ıme tedy, zˇe derivac´ı Heavisideovy funkce je Diracova δ distribuce.
Laplaceova transformace distribuc´ı
Laplaceovou transformac´ı nazy´va´me zobrazen´ı, ktere´ kazˇde´ loka´lneˇ integrovatelne´
komplexn´ı funkci f(t), rea´lne´ promeˇnne´ t, ktera´ ma´ nulove´ funkcˇn´ı hodnoty pro t < 0
a konverguj´ıc´ı alesponˇ pro jedno s ∈ Rn, prˇiˇrazuje funkci F (s) zvanou Laplace˚uv
obraz funkce f(t) vztahem
F (s) =
∫ ∞
0
f(t)e−stdt, s ∈ Rn.
Pozna´mka. Dalˇs´ı vlastnosti Laplaceovy transformace lze nale´zt naprˇ´ıklad v [10].
Dle teorie Lebesgueova integra´lu plat´ı, zˇe zmeˇna funkce f na mnozˇineˇ mı´ry nula
nezmeˇn´ı jej´ı Lebesge˚uv integra´l. Tato vlastnost na´m tedy deˇl´ı vzory Laplaceovy trans-
formace do trˇ´ıd, ktere´ budou mı´t stejny´ obraz a navza´jem se liˇs´ı pouze na mnozˇineˇ
mı´ry nula. S vyuzˇit´ım te´to skutecˇnosti mu˚zˇeme zave´st zobecneˇn´ı Laplaceovy transfor-
mace pro distribuce. Vsˇechny prˇedpoklady, ktere´ je nutne´ splnit prˇi tomto prˇechodu,
lze dohledat ve [13] na straneˇ 219.
Necht’ T(t) ∈ D ′+, kde t ≥ 0, potom ma´ T Laplace˚uv obraz
L (s) = 〈T(t), e−st〉.
Prˇ´ıklad. Laplace˚uv obraz posunute´ Diracovy distribuce δ(t− a) je tedy
L {δ(t− a)} = F (s) =
∫ +∞
0
δ(t− a)e−st dt =
=
∫ +∞
0
δ(t− a) e−sa dt = e−sa
∫ +∞
0
δ(t− a) dt = e−sa.
Prˇ´ıklad. Laplace˚uv obraz derivace posunute´ Diracovy distribuce δ′(t− a)
L {δ′(t− a)} = F (s) =
∫ +∞
0
δ′(t− a)e−st dt =
= 0−
∫ +∞
0
δ(t− a)(−s)e−st dt = s e−sa
∫ +∞
0
δ(t− a) dt = s e−sa ,
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a obecneˇ pro m ∈ N+
L {Dmδ(t− a)} = sme−sa.
Pozna´mka. Du˚lezˇitou vlastnost´ı Laplaceovy transformace, na kterou se velmi cˇasto
zapomı´na´, je veˇta o translaci, a tak zde uvedeme jej´ı hlavn´ı mysˇlenku. Bud’ f(t)
prˇedmeˇt standardn´ıho typu (viz [10], strana 17) a θ neza´porna´ konstanta, potom
L {f(t − θ)} = e−pθL {f(t)}. V prˇedpokladech veˇty je uvedeno, zˇe funkce f(t) je
nulova´ pro vsˇechna za´porna´ t, a tedy f(t− θ) je nulova´ pro vsˇechny t < θ.
Pra´veˇ zde se ovsˇem cˇasto chybuje, a proto je vhodne´ veˇtu o translaci uva´deˇt ve vhod-
neˇjˇs´ı formeˇ, a to
L {f(t− θ)H(t− θ)} = e−sθL {f(t)H(t)}, pro θ ≤ 0.
V prakticke´ cˇa´sti te´to pra´ce budeme cˇasto vyuzˇ´ıvat tvrzen´ı prˇedchoz´ı veˇty prˇi
tzv. zpeˇtne´ Laplaceoveˇ transformaci ve tvaru
L −1{f(t) e−sθ} = f(t− θ)H(t− θ).
Na´soben´ı distribuc´ı
Obecneˇ nelze dveˇ libovolne´ distribuce T a S na´sobit. Prˇ´ıkladem meˇjme loka´lneˇ in-
tegrovatelnou funkci f(x) = 1√|x| , jenzˇ urcˇuje distribuci, avsˇak jej´ı druhou mocninu
f 2(x) = 1|x| nelze loka´lneˇ integrovat, takzˇe nemu˚zˇe by´t distribuc´ı. Budeme tedy
uvazˇovat definici soucˇinu za prˇedpokladu, zˇe jedna z distribuc´ı bude zcela libo-
volna´ a druha´ bude nekonecˇneˇkra´t diferencovatelna´ funkce α v obvykle´m smyslu.
Za dany´ch prˇedpoklad˚u existuje distribuce
”
soucˇinu“ αT definova´na jako
〈αT, ϕ〉 = 〈T, αϕ〉.
Prˇ´ıklad. 〈α(x)δ(x), ϕ(x)〉 = 〈δ(x), α(x)ϕ(x)〉 = α(0)ϕ(0) = 〈α(0)δ(x), ϕ(x)〉.
Tenzorovy´ soucˇin distribuc´ı
Uvazˇujme dva prostory Xm a Y n se skala´rn´ım soucˇinem a eukleidovskou metrikou,
jejich dva body x = [x1, x2, · · · , xm], y = [y1, y2, · · · , yn] a dveˇ funkce f(x), g(y).
Symbolem Zm+n budeme znacˇit (m+n)-rozmeˇrny´ prostor, ktery´ je produktem kar-
te´zske´ho soucˇinu Xm × Y n. Bodem prostoru Zm+n mysl´ıme
(x, y) = [x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn].
Tenzorovy´m soucˇinem f(x)⊗ g(y) rozumı´me funkci h(x, y) = f(x) g(y), jenzˇ je de-
finova´na na Zm+n. Pokud jsou f(x) a g(y) loka´lneˇ integrovatelne´ v prostorech Xm
a Y n, tak i h(x, y) je loka´lneˇ integrovatelnou funkc´ı na prostoru Zm+n.
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Oznacˇme postupneˇ symboly Dx,Dy,Dx,y prostor D nekonecˇneˇkra´t diferencova-
telny´ch funkc´ı s omezeny´mi nosicˇi na prostorech Xm, Xn, Xm×Y n a da´le uvazˇujme
D ′x,D ′y,D ′x,y jako prˇ´ıslusˇne´ prostory distribuc´ı. Funkci ϕ(x, y) ∈ Dx,y vezmeme
ve tvaru u(x) v(y), kde u(x) ∈ Dx a v(y) ∈ Dy. Na´sledneˇ dosta´va´me
〈f(x)⊗ g(y), u(x)v(y)〉 =
∫
. . .
∫
Xm×Y n
f(x)g(y)u(x)v(y) dx dy =
=
∫
Xm
f(x)u(x) dx
∫
Y n
g(y)v(y) dy = 〈f(x), u(x)〉〈g(y), v(y)〉.
Jestlizˇe ma´ funkce ϕ jine´ vyja´drˇen´ı, dosta´va´me s vyuzˇit´ım Fubiniho veˇty
〈f(x)⊗ g(y), ϕ(x, y)〉 =
∫
. . .
∫
Xm×Y n
f(x)g(y)ϕ(x, y) dx dy =
=
∫
Xm
f(x) dx
∫
Y n
g(y)ϕ(x, y) dy = 〈f(x), 〈g(y), ϕ(x, y)〉〉,
prˇ´ıpadneˇ
〈f(x)⊗ g(y), ϕ(x, y)〉 = . . . = 〈g(y), 〈f(x), ϕ(x, y)〉〉. (1.7)
Zobecneˇn´ım je
Veˇta 3. Necht’2 Sx ∈ D ′x a Ty ∈ D ′y, potom existuje pra´veˇ jedna distribuceWx,y ∈ D ′x,y
tak, zˇe pro vsˇechny funkce ϕ ∈ Dx,y, ve tvaru ϕ(x, y) = u(x) v(y), kde u(x) ∈ Dx
a v(y) ∈ Dy, a plat´ı
〈Wx,y, u(x)v(y)〉 = 〈S, u〉〈T, v〉. (1.8)
Distribuci W tedy nazveme tenzorovy´m soucˇinem distribuc´ı S a T, ktery´ znacˇ´ıme
S ⊗ T.
Pozna´mka. Tenzorovy´ soucˇin distribuc´ı lze rozsˇ´ıˇrit i na soucˇin neˇkolika distribuc´ı,
v´ıce na straneˇ 112 ve [13].
Konvoluce distribuc´ı
Uvazˇujme dveˇ alesponˇ po cˇa´stech spojite´ komplexn´ı funkce f(t), g(t) rea´lne´ pro-
meˇnne´ t. Konvoluc´ı, znacˇenou f(t) ∗ g(t), ma´me na mysli tzv. konvolucˇn´ı integra´l
ve tvaru
f(t) ∗ g(t) =
∫ +∞
−∞
f(τ)g(t− τ) dτ.
Necht’ S, T jsou dveˇ distribuce na Rn, jejich konvoluc´ı S ∗ T rozumı´me distribuci
definovanou v Rn vztahem
〈S ∗ T, ϕ〉 = 〈Sξ ⊗ Tη, ϕ(ξ + η)〉. (1.9)
2Indexy x, y u teˇchto distribuc´ı zd˚uraznˇuj´ı, zˇe tyto distribuce patrˇ´ı do uvedeny´ch prostor˚u.
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Tenzorovy´ soucˇin Sξ ⊗ Tη existuje vzˇdy. Jsou-li A a B nosicˇe S a T v Rn, je nosicˇem
Sξ ⊗ Tη mnozˇina A × B, kde z definice karte´zske´ho soucˇinu mnozˇin plyne, zˇe je to
mnozˇina usporˇa´dany´ch dvojic (ξ, η) takovy´ch, zˇe ξ ∈ A, η ∈ B. Funkce ϕ(ξ + η)
je nekonecˇneˇkra´t diferencovatelna´ jako funkce promeˇnny´ch ξ , η, avsˇak nema´ ome-
zeny´ nosicˇ. Jestlizˇe ma´ nosicˇ distribuce Sξ⊗Tη a nosicˇ funkce ϕ(ξ, η) omezeny´ pr˚unik,
potom ma´ prava´ strana rovnice (1.9) vzˇdy smysl.
Prˇ´ıklad. Uvazˇujme konvoluci S ∗ T a necht’ L je jej´ı Laplace˚uv obraz, potom
L (s) = 〈S ∗ T, e−sx〉 = 〈Sξ ⊗ Tη, e−s(ξ+η)〉 =
= 〈Sξ ⊗ Tη, e−sξe−sη〉 = 〈Sξ, e−sξ〉〈Tη, e−sη〉 = S (s)T (s).
Prˇ´ıklad. Konvoluce Diracovy δ distribuce
(a) δ(x) ∗ T(x) = T(x)
(b) δ(x− a) ∗ T(x) = τaT
(c) δ′(x) ∗ T(x) = T′(x)
(a)
mu˚zˇeme povazˇovat za specia´ln´ı prˇ´ıpad (b), pro a = 0,
(b)
〈δ(x− a) ∗ T(x), ϕ〉 = 〈δ(x− a)ξ ⊗ Tη, ϕ(ξ, η)〉 =
= 〈Tη, 〈δ(x− a)ξ, ϕ(ξ + η〉〉 = 〈Tη, ϕ(a+ η)〉 = 〈τaT, ϕ〉,
(c)
〈δ′(x) ∗ T(x), ϕ〉 = 〈δ′(x)ξ ⊗ Tη, ϕ(ξ, η)〉 =
= 〈Tη, 〈δ′(x)ξ, ϕ(ξ + η〉〉 = 〈Tη,−ϕ′〉 = 〈T′, ϕ〉.
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2 VYUZˇITI´ V PRUZˇNOSTI A PEVNOSTI
V te´to kapitole se zameˇrˇ´ıme na prakticke´ vyuzˇit´ı Diracovy δ distribuce v teorii
pruzˇnosti a pevnosti. Vy´pocˇt˚um bude prˇedcha´zet odvozen´ı1 pr˚uhybove´ cˇa´ry, se kte-
rou budeme da´le pracovat. Na dvou prˇ´ıkladech uka´zˇeme, jak se s distribucemi pocˇ´ıta´
a na jejich za´kladeˇ vytvorˇ´ıme obecny´ model pro vy´pocˇet pr˚uhybove´ cˇa´ry nosn´ıku
zat´ızˇene´ho nespojity´mi zat´ızˇen´ımi.
Budeme uvazˇovat nosn´ıky, cozˇ jsou konstrukcˇn´ı prvky, ktere´ mohou kromeˇ ta-
hove´ho a tlakove´ho zat´ızˇen´ı prˇena´sˇet i zat´ızˇen´ı prˇ´ıcˇne´. Prˇi odvozova´n´ı vsˇech vztah˚u
budeme prˇedpokla´dat:
• prˇ´ıcˇne´ deformace nosn´ıku jsou male´
• ohyb se uskutecˇnˇuje pouze v neˇktere´ z hlavn´ıch os
• nosn´ık je prˇ´ımy´ a po cˇa´stech prizmaticky´
• zanedba´n´ı maly´ch posun˚u prvk˚u nosn´ıku ve smeˇru pode´lne´ osy nosn´ıku
• roviny kolme´ na pode´lnou osu nosn´ıku se nedeformuj´ı
2.1 Odvozen´ı pr˚uhybove´ cˇa´ry nosn´ıku
Necht’ pro male´ ϕˆ plat´ı dx
.
= R dϕˆ a za´kladn´ı ohyb se uskutecˇnˇuje kolem osy z.
R
dx
A B B′
dϕˆ
dϕˆ
MzMz
y
x
Obr. 2.1: Za´kladn´ı ohyb, prˇekresleno z [15]
Pro pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı εx plat´ı
εx(y) =
BB′
AB
.
=
y dϕˆ
R dϕˆ
=
y
R
, (2.1)
1Odvozeno z [15] a prˇedna´sˇek Pruzˇnost a pevnost I, jaro 2015 .
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pro tute´zˇ velicˇinu ma´me za´rovenˇ z Hookeova za´kona a pr˚ubeˇhu napeˇt´ı v ohybu
εx(y) = −Mz
EIz
y. (2.2)
Porovna´n´ım rovnic (2.1) a (2.2) dosta´va´me
1
R
= −Mz
EIz
. (2.3)
Vy´raz na leve´ straneˇ rovnice je zna´my´ jako krˇivost a je da´n vztahem, ktery´ se prˇi
uvazˇova´n´ı maly´ch pr˚uhyb˚u podstatneˇ zjednodusˇ´ı
1
R
=
y′′(x)
(1 + (y′)2)
3
2
.
= y′′(x), (2.4)
dosad´ıme-li (2.4) do (2.3), dostaneme tzv. diferencia´ln´ı rovnici pr˚uhybove´ cˇa´ry
EIy′′(x) = −Mz(x). (2.5)
dx
M + dMM x
y
m
dQ = q dx
V
V + dV
Obr. 2.2: Uvolneˇny´ element nosn´ıku, upraveno z [3]
Z diferencia´ln´ıch podmı´nek rovnova´hy prˇ´ıme´ho nosn´ıku jsou odvozeny na´sleduj´ıc´ı
vztahy2 mezi vnitrˇn´ımu silami (V - posouvac´ı s´ıla) a vneˇjˇs´ım spojity´m zat´ızˇen´ım q
dV
dx
= −q, (2.6)
dM
dx
= V. (2.7)
Dosazen´ım (2.7) do (2.6) a na´sledneˇ do (2.5) dosta´va´me konecˇnou podobu vztahu
da´vaj´ıc´ı do souvislosti zat´ızˇen´ı s pr˚uhybem ve tvaru
y(IV ) =
q
EI
. (2.8)
2Vztahy (2.6) a (2.7) jsou zna´my jako Schwedlerovy veˇty, v´ıce v [3] a [15].
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2.2 Vy´pocˇtove´ modely
2.2.1 Prˇ´ıklad 1.
Ma´me zadany´ nosn´ık podle obra´zku 2.3, jehozˇ levy´ konec je vetknuty´ a za´rovenˇ je na
druhe´ straneˇ podeprˇen pruzˇnou podporou a zat´ızˇen ve stejne´m mı´steˇ nepromeˇnnou
silou o velikosti F .
L
~F
kp1
Obr. 2.3: Vlevo vetknuty´ nosn´ık
Zat´ızˇen´ı tohoto nosn´ıku modelujeme pomoc´ı Diracovy δ distribuce
q = −kp1 y(L) δ(x− L) + F δ(x− L).
Dosazen´ım do rovnice pr˚uhybove´ cˇa´ry (2.8) dosta´va´me
y(IV ) = −kp1
EI
y(L) δ(x− L) + F
EI
δ(x− L). (2.9)
Pouzˇit´ım Laplaceovy transformace L {y(x)} = Y (s) prˇejde (2.9) na
s4Y − s
3
EI
y(0)− s
2
EI
y′(0)− s
EI
y′′(0)− 1
EI
y′′′(0) = −kp1
EI
y(L) e−sL +
F
EI
e−sL.
Ulozˇen´ı nosn´ıku definuje okrajove´ podmı´nky
y(0) = 0
y′(0) = 0
y′′(L) = 0
y′′′(L) = 0
(2.10)
s4 Y − s
EI
y′′(0)− 1
EI
y′′′(0) = −kp1
EI
y(L)e−sL +
F
EI
e−sL,
Y =
1
s3EI
y′′(0) +
1
s4EI
y′′′(0)− kp1
s4EI
y(L) e−sL +
F
s4EI
e−sL.
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Zpeˇtnou Laplaceovou transformac´ı L −1{Y (s)} = y(x) ma´me
y(x) =
x2
2EI
y′′(0) +
x3
6EI
y′′′(0)−
− kp1
6EI
y(L)(x− L)3H(x− L) + F
6EI
(x− L)3H(x− L). (2.11)
Nezna´me´ konstanty y′′(0), y′′′(0) vyja´drˇ´ıme z okrajovy´ch podmı´nek (2.10) a rovnice
(2.11) postupny´m derivova´n´ım
y′(x) =
x
EI
y′′(0) +
x2
2EI
y′′′(0)− kp1 y(L)− F
2EI
(x− L)2H(x− L),
y′′(x) =
1
EI
y′′(0) +
x
EI
y′′′(0)− kp1 y(L)− F
EI
(x− L)H(x− L), (2.12)
y′′′(x) =
1
EI
y′′′(0)− kp1 y(L)− F
EI
H(x− L). (2.13)
Z rovnice (2.13) a okrajovy´ch podmı´nek (2.10) s prˇihle´dnut´ım k (1.3) dostaneme
0 =
1
EI
y′′′(0)− kp1 y(L)− F
EI
H(L− L),
y′′′(0) = kp1 y(L)− F , (2.14)
a zpeˇtny´m dosazen´ım (2.14) do (2.12)
0 =
1
EI
y′′(0) +
L
EI
y′′′(0),
y′′(0) = −Ly′′′(0) = −Lkp1 y(L) +LF . (2.15)
Dosazen´ım konstant (2.14) a (2.15) do rovnice (2.11) ma´me
y(x) =
x2
2EI
(LF − Lkp1 y(L)) + x
3
6EI
(kp1 y(L)− F )−
− kp1 y(L)
6EI
(x− L)3H(x− L) + F
6EI
(x− L)3H(x− L). (2.16)
Dosud nezna´mou konstantu y(L) vyja´drˇ´ıme jako pr˚uhyb v bodeˇ L
y(L) =
L2
2EI
(LF − Lkp1 y(L)) + L
3
6EI
( kp1 y(L)− F ),
y(L) = kp1 y(L)
( L3
6EI
− L
3
2EI
)
+ F
( L3
2EI
− L
3
6EI
)
,
y(L) = −kp1 y(L) L
3
3EI
+ F
L3
3EI
,
y(L)[3EI + L3kp1] = L
3F,
y(L) =
L3F
3EI + L3kp1
.
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A konecˇneˇ dosazen´ım y(L) do (2.16) ma´me rovnici
y(x) =
kp1L
3
6EI
Fx2
3EI + kp1L3
(x− 3L) + Fx
2
6EI
(3L− x)−
− kp1
6EI
L3F
3EI + kp1L3
(x− L)3H(x− L) + F
6EI
(x− L)3H(x− L). (2.17)
Pokud budeme uvazˇovat pouze rˇesˇen´ı pr˚uhybove´ cˇa´ry, ktere´ da´va´ smysl, cozˇ je
pro x ∈ 〈0, L〉, vy´sledna´ rovnice (2.17) se redukuje na
y(x) =
kp1L
3
6EI
Fx2
3EI + kp1L3
(x− 3L) + Fx
2
6EI
(3L− x). (2.18)
V [5] je pro vetknuty´ nosn´ık, ktery´ je na prave´m volne´m konci zat´ızˇen silou F uveden
vzorec ve tvaru
y(x) =
1
6
P
EI
x2L
(
3− x
L
)
, (2.19)
kde P = F je s´ıla p˚usob´ıc´ı na leve´m konci. Zrˇejmeˇ (2.18) je prˇi volne´m leve´m konci,
tedy kdyzˇ kp1 = 0, roven uvedene´mu vzorci z literatury.
Uvazˇujme nosn´ık s parametry: L = 10 m, E = 210 GPa, d = 0, 1 m, F = 1000 N. Da´-
le urcˇ´ıme I = pid
4
64
= 4, 908× 10−6 m4 a vykresl´ıme pr˚ubeˇh pr˚uhybove´ cˇa´ry nosn´ıku.
x [m]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-
y 
[m
]
-0.35
-0.3
-0.25
-0.2
-0.15
-0.1
-0.05
0
Obr. 2.4: Vetknuty´ nosn´ık, zat´ızˇen silou F
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2.2.2 Prˇ´ıklad 2.
Zada´n´ı je velmi podobne´ zada´n´ı prˇedcha´zej´ıc´ıho prˇ´ıkladu, avsˇak nosn´ık je zde vlevo
upevneˇn na pruzˇny´ch podpora´ch. Na konci prˇ´ıkladu ale uka´zˇeme, zˇe tento prˇ´ıpad
je zobecneˇn´ım prvn´ıho zp˚usobu ulozˇen´ı.
L
~F
kp1kp0
ko0
Obr. 2.5: Vlevo vetknuty´ nosn´ık, modelovany´ pruzˇinami
Ulozˇen´ım nosn´ıku na dvou pruzˇny´ch podpora´ch dosta´va´me okrajove´ podmı´nky
y′′(0) = 0
y′′′(0) = 0
y′′(L) = 0
y′′′(L) = 0
(2.20)
Zat´ızˇen´ı nosn´ıku vyja´drˇene´ pomoc´ı Diracovy δ distribuce
q = −kp0 y(0) δ(x) + ko0 y′(0) δ′(x)− kp1 y(L) δ(x− L) + F δ(x− L).
Dosazen´ım zat´ızˇen´ı do rovnice pr˚uhybove´ cˇa´ry (2.8), uzˇit´ım Laplaceovy transformace
a aplikac´ı okrajovy´ch podmı´nek (2.21) dostaneme
Y =
1
sEI
y(0) +
1
s2EI
y′(0)− kp0
s4EI
y(0) +
ko0
s3EI
y′(0)− kp1
s4EI
y(L)e−sL +
F
s4EI
e−sL,
zpeˇtnou Laplaceovou transformac´ı L −1{Y (s)} = y(x) ma´me
y(x) =
1
EI
y(0) +
x
EI
y′(0)− kp0
6EI
y(0)x3H(x) +
ko0
2EI
y′(0)x2H(x)−
− kp1
6EI
y(0) (x− L)3H(x− L) + F
6EI
(x− L)3H(x− L). (2.21)
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Nezna´me´ konstanty y(0), y′(0) opeˇt vyja´drˇ´ıme z okrajovy´ch podmı´nek (2.20) a rov-
nice (2.21) postupny´m derivova´n´ım
y′(x) =
1
EI
y′(0)− kp0x
2
2EI
y(0) +
ko0x
EI
y′(0)− kp1 y(L)− F
2EI
(x− L)2H(x− L),
y′′(x) = −kp0x
EI
y(0) +
ko0
EI
y′(0)− kp1 y(L)− F
EI
(x− L)H(x− L), (2.22)
y′′′(x) = −kp0
EI
y(0)− kp1 y(L)− F
EI
H(x− L). (2.23)
Z rovnice (2.23) s vyuzˇit´ım y′′′(L) = 0
0 = −kp0
EI
y(0)− kp1 y(L)− F
EI
H(L− L),
y(0) =
F − kp1 y(L)
kp0
, (2.24)
a zpeˇtny´m dosazen´ım (2.24) do (2.22)
0 = −kp0 L
EI
F − kp1 y(L)
kp0
+
ko0
EI
y′(0)− kp1 y(L)− F
EI
(L− L)H(L− L),
y′(0) =
FL− kp1 Ly(L)
ko0
. (2.25)
Dosazen´ım konstant (2.24) a (2.25) do rovnice (2.21) dostaneme
y(x) =
F
kp0EI
− kp1
kp0EI
y(L)+
F Lx
ko0EI
− kp1 Ly(L)x
ko0EI
−F x
3
6EI
+
kp1 x
3
6EI
y(L)+
F Lx2
2EI
−
− kp1 Ly(L)x
2
ko0EI
− kp1
6EI
y(L) (x− L)3H(x− L) + F
6EI
(x− L)3H(x− L). (2.26)
Vyja´drˇen´ım pr˚uhybu y(L) v bodeˇ L z´ıska´me nezna´mou konstantu
y(L) =
F
kp0EI
− kp1
kp0EI
y(L) +
F L2
ko0EI
− kp1 L
2 y(L)
ko0EI
−
− F L
3
6EI
+
kp1 L
3
6EI
y(L) +
F L3
2EI
− kp1 L
3 y(L)
ko0EI
y(L) =
F L3
3EI
− kp1 L
3 y(L)
3EI
+
F
kp0EI
− kp1
kp0EI
y(L) +
F L2
ko0EI
− kp1 L
2 y(L)
ko0EI
y(L)
[
EI +
kp1 L
3
3
+
kp1
kp0
+
kp1 L
2
ko0
]
=
FL3
3
+
F L2
ko0
+
F
kp0
y(L) =
F L3
3
+
F L2
ko0
+
F
kp0
EI +
kp1 L
3
3
+
kp1
kp0
+
kp1 L
2
ko0
.
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Vztah pro konstantu y(L) necha´me vyja´drˇen v tomto tvaru, jelikozˇ z neˇj ne-
dostaneme kompaktneˇjˇs´ı vy´raz, a co je d˚ulezˇiteˇjˇs´ı, tento tvar je prakticky´ v mode-
lova´n´ı r˚uzny´ch situac´ı a to naprˇ´ıklad vetknut´ı. Jestlizˇe limkp0, ko0→+∞ y(x), dostaneme
na leve´ straneˇ vetknut´ı, cozˇ odpov´ıda´ zada´n´ı prvn´ıho prˇ´ıkladu. Uvedeny´ postup po-
drobneˇji rozep´ıˇseme
y(x) =
(x3
6
− Lx
2
2
− Lx
ko0
− 1
kp0
− 1
6
(x− L)3H(x− L)
)(y(L)kp1
EI
− F
EI
)
=
(x3
6
−Lx
2
2
−Lx
ko0
− 1
kp0
−1
6
(x−L)3H (x−L)
)(kp1
EI
F L3
3
+
F L2
ko0
+
F
kp0
EI +
kp1 L
3
3
+
kp1
kp0
+
kp1 L
2
ko0
− F
EI
)
.
(2.27)
lim
kp0, ko0→+∞
FL3
3
+
FL2
ko0
+
F
kp0
EI +
kp1L
3
3
+
kp1
kp0
+
kp1L
2
ko0
=
FL3
3
EI +
kp1L
3
3
=
FL3
3EI + kp1L3
.
A stejny´m limitn´ım prˇechodem pro Lx
ko0
, 1
kp0
prˇejde rovnice (2.27) do tvaru
y(x) =
(x3
6
− Lx
2
2
− 1
6
(x− L)3H(x− L)
)(kp1
EI
FL3
3EI + kp1L3
− F
EI
)
=
=
kp1L
3
6EI
Fx2
3EI + kp1L3
(x− 3L) + Fx
2
6EI
(3L−x)− kp1
6EI
L3F
3EI + kL3
(x−L)3H(x−L)+
+
F
6EI
(x− L)3H(x− L). (2.28)
Pokud budeme opeˇt uvazˇovat pouze rˇesˇen´ı na nosn´ıku, tedy pro x ∈ 〈0;L〉 ma´me
y(x) =
kp1L
3
6EI
Fx2
3EI + kp1L3
(x− 3L) + Fx
2
6EI
(3L− x), (2.29)
vid´ıme tedy, zˇe (2.29) je shodna´ s (2.17).
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x [m]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-
y 
[m
]
-0.45
-0.4
-0.35
-0.3
-0.25
-0.2
-0.15
-0.1
-0.05
0
o0 p0=1 Nm
-1
Vetknutí
k
o0=1 Nm
-1
k
o0=4 Nm
-1
k
o0=30 Nm
-1
Obr. 2.6: Graf pr˚uhybovy´ch cˇar prˇi r˚uzny´ch ko0, kp0 = 1Nm
−1
Tab. 2.1: Za´vislost relativn´ı odchylky rˇesˇen´ı na vlastnostech pruzˇin v porovna´n´ı
s vetknut´ım ze vzorce (2.19).
kp0 [Nm
−1] 1 1 1 1 2 4 2000
ko0 [Nm
−1] 1 2 4 20 1 1 1
relativn´ı odchylka [%] 40,66 20,72 10,75 2,78 40,26 40,06 39,86
Z tabulky 2.1 je zrˇejme´, zˇe vliv kp0 je zanedbatelny´ v˚ucˇi vlivu ohybove´ pruzˇiny
ko0 prˇi modelova´n´ı vetknut´ı. Budeme tedy prˇi aproximaci vetknut´ı pomoc´ı pruzˇin
uprˇednostnˇovat zmeˇnu tuhosti ohybove´ pruzˇiny. Tento vy´sledek je zp˚usoben maly´m
koeficientem jmenovatele zlomku, ve ktere´m se kp0 vyskytuje ve jmenovateli, v rov-
nici (2.27).
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2.2.3 Obecny´ model
Na za´kladeˇ uvedeny´ch prˇ´ıklad˚u sestav´ıme obecny´ model pro vy´pocˇet ohybove´ cˇa´ry
nosn´ıku. V modelu budeme uvazˇovat p˚usoben´ı nespojity´ch zat´ızˇen´ı v n bodech Ui,
pro i = 1, . . . , n, na po cˇa´stech prizmaticky´ nosn´ık o celkove´ de´lce L. Kazˇdy´ bod
je posunut o vektor ui od leve´ho konce nosn´ıku a mu˚zˇe v neˇm p˚usobit libovolne´
zat´ızˇen´ı z tabulky 2.2. Za jeden z bod˚u budeme vzˇdy uvazˇovat levy´ okraj nosn´ıku,
ktery´ ovsˇem nemus´ı, ale mu˚zˇe by´t zat´ızˇen a budeme ho znacˇit U0, s posunut´ım
u0 = 0.
u0 = U0 = 0 LU1 U2 U3
u3
un
u2
u1
Un
x
y
Obr. 2.7: Model obecneˇ zat´ızˇene´ho nosn´ıku
Obecnosti nebra´n´ı prˇedpoklad o volny´ch konc´ıch, a jestlizˇe bude neˇktery´ z konc˚u
nosn´ıku zat´ızˇen pruzˇinou nebo ohybovou pruzˇinou, okrajove´ podmı´nky se nezmeˇn´ı
a sta´le ma´me
y′′(0) = 0
y′′′(0) = 0
y′′(L) = 0
y′′′(L) = 0
(2.30)
Vycha´zet budeme z obecne´ rovnice pr˚uhybove´ cˇa´ry, kterou jsme odvodili v od-
stavci 2.1.
y(IV )(x) =
q(x)
EI
.
Pro ilustraci uvazˇujme prizmaticky´ nosn´ık zat´ızˇeny´ silou ~F1 v u1 = 0, 4L, momen-
tem ~M2 v u2 = 0, 6L, ktery´ je v leve´m konci vetknuty´ pruzˇinami o tuhostech kp0
a ko0
y(IV )(x) = −kp0
EI
y(0)δ(x) +
ko0
EI
y′(0)δ′(x) +
F1
EI
δ(x− 0, 4L) + M2
EI
δ′(x− 0, 6L).
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Celou rovnici snadno zobecn´ıme na tvar
y(IV )(x) =
k∑
i=0
Fi
EiIi
δ(x− ui) +
k∑
i=0
Mi
EiIi
δ′(x− ui)−
−
k∑
i=0
kpi
EiIi
y(ui)δ(x− ui) +
k∑
i=0
koi
EiIi
y′(ui)δ′(x− ui). (2.31)
Pozna´mka. Kde k =
n− 1 pokud je levy´ konec nosn´ıku zat´ızˇenn pokud nen´ı levy´ konec nosn´ıku zat´ızˇen
Ei Young˚uv modul pruzˇnosti mezi body Ui a Ui+1
Ii Osovy´ kvadraticky´ moment k ose z, mezi body Ui a Ui+1
Fi Velikost s´ıly p˚usob´ıc´ı v bodeˇ Ui
Mi Velikost momentu p˚usob´ıc´ıho v bodeˇ Ui
kpi Tuhost podp˚urne´ pruzˇiny p˚usob´ıc´ı v bodeˇ Ui
koi Tuhost ohybove´ pruzˇiny p˚usob´ıc´ı v bodeˇ Ui
ui Vektor posunut´ı bodu Ui od leve´ho konce nosn´ıku
Tab. 2.2: Prˇehled nespojity´ch zat´ızˇen´ı.
Graficke´ zna´zorneˇn´ı Zat´ızˇen´ı v ui Graficke´ zna´zorneˇn´ı Zat´ızˇen´ı v ui
~F
S´ıla ~F
F δ(x− ui)
~M Moment ~M
M δ′(x− ui)
k1
Pruzˇina
−kpi y(ui)δ(x−ui)
k2
Ohybova´ pruzˇina
−koi y′(ui)δ′(x−ui)
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Po aplikaci Laplaceovy transformace, zpeˇtne´ Laplaceovy transformace a uzˇit´ı okra-
jovy´ch podmı´nek (2.30) na leve´m konci, na rovnici (2.31) dostaneme
y(x) =
F0
6E0I0
x3H(x)− kp0y(0)
6E0I0
x3H(x) +
M0
2E0I0
x2H(x) +
ko0y
′(0)
2E0I0
x2H(x)+
+
F1
6E1I1
(x− u1)3H(x− u1)− kp1y(u1)
6E1I1
(x− u1)3H(x− u1)+
+
M1
2E1I1
(x− u1)2H(x− u1) + ko1y
′(u1)
2E1I1
(x− u1)2H(x− u1) + . . .+
+
Fn
6EnIn
(x− un)3H(x− un)− kpny(un)
6EnIn
(x− un)3H(x− un)+
+
Mn
2EnIn
(x− un)2H(x− un) + kony
′(un)
2EnIn
(x− un)2H(x− un) + y(0)
E0I0
+
y′(0)x
E0I0
,
(2.32)
k uzˇit´ı okrajovy´ch podmı´nek, ktere´ ma´me pro pravy´ konec, mus´ıme (2.32) postupneˇ
derivovat
y′(x) =
F0
2E0I0
x2H(x)− kp0y(0)
2E0I0
x2H(x) +
M0
E0I0
xH(x) +
ko0y
′(0)
E0I0
xH(x)+
+
F1
2E1I1
(x− u1)2H(x− u1)− kp1y(u1)
2E1I1
(x− u1)2H(x− u1)+
+
M1
E1I1
(x− u1)H(x− u1) + ko1y
′(u1)
E1I1
(x− u1)H(x− u1) + . . .+
+
Fn
2EnIn
(x− un)2H(x− un)− kpny(un)
2EnIn
(x− un)2H(x− un)+
+
Mn
EnIn
(x− un)H(x− un) + kony
′(un)
EnIn
(x− un)H(x− un) + y
′(0)
E0I0
, (2.33)
y′′(x) =
F0
E0I0
xH(x)− kp0y(0)
E0I0
xH(x) +
M0
E0I0
H(x) +
ko0y
′(0)
E0I0
H(x)+
+
F1
E1I1
(x− u1)H(x− u1)− kp1y(u1)
E1I1
(x− u1)H(x− u1)+
+
M1
E1I1
H(x− u1) + ko1y
′(u1)
E1I1
H(x− u1) + . . .+
+
Fn
EnIn
(x− un)H(x− un)− kpny(un)
EnIn
(x− un)H(x− un)+
+
Mn
EnIn
H(x− un) + kony
′(un)
EnIn
H(x− un), (2.34)
y′′′(x) =
F0
E0I0
H(x)− kp0y(0)
E0I0
H(x) +
F1
E1I1
H(x− u1)− kp1y(u1)
E1I1
H(x− u1)+
+ . . .+
Fn
EnIn
H(x− un)− kpny(un)
EnIn
H(x− un). (2.35)
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Zameˇrˇ´ıme se na pocˇet nezna´my´ch a pocˇet rovnic, ktere´ budeme potrˇebovat.
Vid´ıme, zˇe uzˇit´ım Laplaceovy transformace se budou v rovnici (2.32) vyskytovat
dveˇ nezna´me´ konstanty y(0), y′(0). Dalˇs´ı nezna´me konstanty jsou pr˚uhyby y(ui) a
natocˇen´ı y′(ui), ktere´ vzniknou v bodeˇ Ui prˇi zat´ızˇen´ı podp˚urnou, prˇ´ıpadneˇ ohy-
bovou pruzˇinou. Celkem tedy ma´me 2(k + 1) konstant, ktere´ mus´ıme vyja´drˇit a
dosadit do (2.32). Tuto soustavu 2(k+ 1) rovnic budeme rˇesˇit maticoveˇ, prˇevedeme
tedy proble´m na maticovou rovnici
LY = P, (2.36)
kde matice Y tvorˇ´ı nezna´me´ konstanty
Y =

y(0)
y′(0)
y(u1)
y′(u1)
...
y(un)
y′(un)


2(k + 1). (2.37)
Obecne´ vyja´drˇen´ı matice L je vsˇak slozˇiteˇjˇs´ı, ale ma´ urcˇitou pravidelnost. Matici
sestav´ıme z blokovy´ch submatic a posledn´ı dva rˇa´dky vyja´drˇ´ıme z (2.34) a (2.35).
L =

R1 I 0 0 0 . . . 0
R2 S2,1 I 0 0 . . . 0
R3 S3,1 S3,2 I 0 . . . 0
R4 S4,1 S4,2 S4,3 I . . . 0
...
...
...
...
. . . . . .
...
Rk Sk,1 Sk,2 Sk,3 Sk,4 . . . I
V0 V1 V2 V3 V4 . . . Vk
W0 W1 W2 W3 W4 . . . Wk

(2.38)
Ri =
(
Ai A
∗
i
Âi Â
∗
i
)
Vu =
(
kpj 0
)
I =
(
1 0
0 1
)
Si,j =
(
Bi,j B
∗
i,j
B̂i,j B̂
∗
i,j
)
Wu =
(
kpj(L− uj) −koj
)
0 =
(
0 0
0 0
)
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Matice L tedy ma´ tvar
L =

A1 A
∗
1 1 0 0 0 . . .
Â1 Â
∗
1 0 1 0 0 . . .
A2 A
∗
2 B2,1 B
∗
2,1 1 0 . . .
Â2 Â
∗
2 B̂2,1 B̂
∗
2,1 0 1 . . .
A3 A
∗
3 B3,1 B
∗
3,1 B3,1 B
∗
3,1
. . .
Â3 Â
∗
3 B̂3,1 B̂
∗
3,1 B̂3,2 B̂
∗
3,2
. . .
...
...
...
...
...
...
. . .
Ak A
∗
k Bk,1 B
∗
k,1 Bk,2 B
∗
k,2 . . .
Âk Â
∗
k B̂k,1 B̂
∗
k,1 B̂k,2 B̂
∗
k,2 . . .
kp0 0 kp1 0 kp2 0 . . .
︸ ︷︷ ︸
2(k + 1)
kp0(L− u0) −ko0 kp1(L− u1) −ko1 kp2(L− u2) −ko2 · · ·


2k
(2.39)
Ai =
kp0
6Ei−1Ii−1
(ui − u0)3 − 1
Ei−1Ii−1
Bi,j =
kpj
6Ei−1Ii−1
(ui − uj)3
Âi =
kp0
2Ei−1Ii−1
(ui − u0)2 B̂i,j = kpj
2Ei−1Ii−1
(ui − uj)2
A∗i = −
ko0
2Ei−1Ii−1
(ui − u0)2 − ui
Ei−1Ii−1
B∗i,j = −
koj
Ei−1Ii−1
(ui − uj)2
Â∗i = −
ko0
Ei−1Ii−1
(ui − u0)− 1
Ei−1Ii−1
B̂∗i,j = −
koj
Ei−1Ii−1
(ui − uj)
Matici prave´ strany P vytvorˇ´ıme jako soucˇet dvou sloupcovy´ch matic ψ, χ, kde
je k-ty´ rˇa´dek jednotlivy´ch matic vyja´drˇen
ψk =
k∑
i=1
Fi−1
6Ei−1Ii−1
(uk − ui−1)3 + Mi−1
2Ei−1Ii−1
(ui − ui−1)2
χk =
k∑
i=1
Fi−1
2Ei−1Ii−1
(uk − ui−1)2 + Mi−1
Ei−1Ii−1
(ui − ui−1)
ψ =

F0
6E0I0
u1
3 +
M0
2E0I0
u1
2
F0
6E0I0
u2
3 +
M0
2E0I0
u2
2 +
F1
6E1I1
(u2 − u1)3 + M1
2E1I1
(u2 − u1)2
...
ψk

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χ =

F0
2E0I0
u1
2 +
M0
E0I0
u1
F0
2E0I0
u2
2 +
M0
E0I0
u2 +
F1
2E1I1
(u2 − u1)2 + M1
E1I1
(u2 − u1)
...
χk

Rˇa´dky matic ψ, χ se postupneˇ serˇad´ı do matice P , kde posledn´ı dva rˇa´dky vyja´drˇ´ıme
opeˇt ze (2.34) a (2.35).
P =

ψ1
χ1
ψ2
χ2
...
ψk
χk
k∑
i=0
Fi
k∑
i=0
Fi(L− ui) +Mi


2k
(2.40)
Prˇ´ıklad. Meˇjme zada´n´ı z prˇ´ıkladu 1, tedy s parametry: L = 10 m, E = 210 GPa,
d = 0, 1 m, F1 = 1000 N, kp0 = ko0 = 50 Nm
−1, I = pid
4
64
= 4, 908× 10−6 m4.
L =

kp0
6EI
L3 − 1
EI
− ko0
2EI
L2 − L
EI
1 0
kp0
2EI
L2 −ko0
EI
L− 1
EI
0 1
kp0 0 0 0
Lkp0 −ko0 0 0
Y =

y(0)
y′(0)
y(L)
y′(L)
 , P =

0
0
F1
0
 (2.41)
Vyrˇesˇen´ım maticove´ rovnice LY = P , dostaneme Y =

20
200
0, 325322
0, 048698

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Dosazen´ım konstant z Y do rovnice (2.32)
y(x) = −1, 616 812× 10−4 x3H(x) + 4, 850 436× 10−3 x2H(x)+
+ 1, 940 175× 10−4 x+ 1, 940 175× 10−5 (2.42)
Porovna´n´ı se vzorcem z [5]
y(x) = −1, 616 812× 10−4 x3 + 4, 850 436× 10−3 x2
Vy´sledky nejsou zcela totozˇne´, cozˇ je zp˚usobeno tuhostmi pouzˇity´ch pruzˇin ve
vy´pocˇtove´m modelu a jejich srovna´n´ı s vetknut´ım. Pokud uvazˇujeme uvedene´ tuhosti
pruzˇin a vynese oba vy´sledky pomoc´ı vhodne´ho softwaru, naprˇ´ıklad v programu
MATLAB, graficky, nebo je numericky vycˇ´ısl´ıme, dostaneme maxima´ln´ı absolutn´ı
odchylku pro zadane´ hodnoty 0, 001 996 m a to na prave´m konci nosn´ıku.
Pokud budeme uvazˇovat sta´le veˇtsˇ´ı tuhosti pruzˇin kp0, ko0, poprˇ´ıpadeˇ je limitn´ım
prˇechodem
”
posˇleme“ do nekonecˇna, absolutn´ı cˇlen a cˇlen s x v (2.42) jdou k 0
a vy´sledky se rovnaj´ı.
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3 VYUZˇITI´ V HYDROMECHANICE
V teorii hydromechaniky budeme uvazˇovat tzv. cylindricke´ sourˇadnice1. K odvo-
zen´ı rovnice vy´voje tlaku v potrub´ı vyuzˇijeme rovnici kontinuity v cylindricky´ch
sourˇadnic´ıch, viz [2]-rovnice (13.1.21), pro staciona´rn´ı proudeˇn´ı nestlacˇitelne´ kapa-
liny ve tvaru
∂vr
∂r
+
1
r
∂vϕ
∂ϕ
+
∂vz
∂z
+
vr
r
= 0. (3.1)
Prˇi zanedba´n´ı objemove´ s´ıly (Gi = 0) uvazˇujeme Navier-Stokesovy rovnice ve tvaru
vr
∂vr
∂r
+
vϕ
r
∂vr
∂ϕ
+ vz
∂vr
∂z
− v
2
ϕ
r
= −1
ρ
∂p
∂r
+ ν
(
M vr − vr
r2
− 2
r2
∂vϕ
∂ϕ
)
, (3.2)
vr
∂vϕ
∂r
+
vϕ
r
∂vϕ
∂ϕ
+ vz
∂νϕ
∂z
+
vϕvϕ
r
= − 1
ρr
∂p
∂ϕ
+ ν
(
M vϕ − vϕ
r2
+
2
r2
∂vr
∂ϕ
)
, (3.3)
vr
∂vz
∂r
+
vϕ
r
∂vz
∂ϕ
+ vz
∂vz
∂z
= −1
ρ
∂p
∂z
+ ν M vz. (3.4)
Kde M je Laplace˚uv opera´tor
M= ∂
2
∂r2
+
1
r
∂
∂r
+
1
r2
∂2
∂ϕ2
+
∂2
∂z2
.
Uvazˇujme proudeˇn´ı kapaliny pouze v ose trubice, pro ktere´ plat´ı: vr = vϕ = 0,
rovnice (3.1) tedy prˇejde do tvaru
∂vz
∂z
= 0, (3.5)
z cˇehozˇ plyne, zˇe vz = f(r, ϕ). Prˇi jednorozmeˇrne´m proudeˇn´ı se rovnice (3.2), (3.3),
(3.4) znacˇneˇ zjednodusˇ´ı
0 = −1
ρ
∂p
∂r
, (3.6)
0 = − 1
ρr
∂p
∂ϕ
, (3.7)
0 = −1
ρ
∂p
∂z
+ ν
(∂2vz
∂r2
+
1
r
∂vz
∂r
+
1
r2
∂2vz
∂ϕ2
)
. (3.8)
Prˇedpokla´dejme, zˇe soucˇinitel dynamicke´ viskozity η = νρ bude konstantn´ı a tedy
∂p
∂z
= η
(∂2vz
∂r2
+
1
r
∂vz
∂r
+
1
r2
∂2vz
∂ϕ2
)
. (3.9)
Vid´ıme, zˇe v (3.9) je podle (3.6) a (3.7) vy´raz na leve´ straneˇ funkc´ı pouze promeˇnne´ z
a vy´raz na opacˇne´ straneˇ je vzhledem k (3.5) funkc´ı r, ϕ. Aby tedy tato rovnost podle
parcia´ln´ıch derivac´ı nastala, mus´ı by´t obeˇ strany rovny konstanteˇ. Dalˇs´ı derivac´ı tedy
dostaneme
∂2p
∂z2
= 0. (3.10)
1Vı´ce o cylindricky´ch (va´lcovy´ch) sourˇadnic´ıch lze nale´zt v [12].
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3.1 Vy´pocˇtove´ modely
3.1.1 Prˇ´ıklad 1.
Uvazˇujme jednoduche´ prˇ´ıme´ potrub´ı, ktere´mu prˇ´ıslusˇ´ı dveˇ okrajove´ podmı´nky. Nejdrˇ´ıve
vyrˇesˇ´ıme dany´ proble´m klasickou2 metodou
L
z
~vp0 p1
Obr. 3.1: Jednoduche´ prˇ´ıme´ potrub´ı
Okrajove´ podmı´nky pro uvazˇovanou cˇa´st potrub´ı maj´ı tvar
p(0) = p0 p(L) = p1. (3.11)
Prˇedpokla´dejme, zˇe vy´voj tlaku v potrub´ı ma´ linea´rn´ı pr˚ubeˇh a budeme tedy hledat
koeficienty rovnice: p(z) = a+bz. Dosazen´ım okrajovy´ch podmı´nek (3.14) dosta´va´me
z = 0
z = L
⇒
⇒
a = p0
b =
p1 − p0
L
,
(3.12)
vyja´drˇene´ koeficienty dosad´ıme
p(z) = p0 −
(p1 − p0
L
)
z. (3.13)
Tento prˇ´ıklad byl znacˇneˇ zjednodusˇeny´, v dalˇs´ım budeme uvazˇovat hydraulicky´ prvek
s odporem, kde tento proble´m vyrˇesˇ´ıme obdobneˇ.
2K tomuto zp˚usobu rˇesˇen´ı bylo vyuzˇito zejme´na [11].
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3.1.2 Prˇ´ıklad 2.
Potrub´ı rozdeˇl´ıme na dveˇ cˇa´sti, budeme tedy rˇesˇit dveˇ rovnice, p(z) a q(z).
L1 L2
p0 ps pp
Obr. 3.2: Prˇ´ıme´ potrub´ı, rozdeˇlene´ na dveˇ cˇa´sti
Okrajove´ podmı´nky pro uvazˇovanou cˇa´st potrub´ı
p(0) = p0
p(L1) = ps
q(0) = ps
q(L2) = pp
(3.14)
s vyuzˇit´ım okrajovy´ch podmı´nek
p(z) = p0 + Az1 q(z) = ps +Bz2, (3.15)
evidentneˇ
p(L1) = p0 + AL1 = q(0) = ps,
vyja´drˇenou konstantu ps dosad´ıme zpeˇt do (3.15)
q(z) = p0 + AL1 +Bz2,
nyn´ı neˇkolik jednoduchy´ch u´prav
pp = q(L2) = p0 + AL1 +BL2,
B =
pp − p0
L2
− A L1
L2
,
q(z) = p0 + AL1 +
pp − p0
L2
z2 − A L1
L2
z2,
q(z) = p0 + A
(
L1 − L1
L2
z2
)
+
pp − p0
L2
z2. (3.16)
Zavedeme
∂q(z)
z2
= −bvn, (3.17)
a dalˇs´ı u´pravy (3.16) vzhledem k (3.17)
−bvn = −A L1
L2
+
pp − p0
L2
,
A =
pp − p0
L1
+
L2
L1
bvn,
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p(z) = p0 +
(pp − p0
L1
+
L2
L1
bvn
)
z1,
q(z) = p0 +
(pp − p0
L1
+
L2
L1
bvn
)(
L1 − L1
L2
z2
)
+
pp − p0
L2
z2,
q(z) = p0 + (pp − p0)− pp − p0
L2
z2 + L2bv
n − bvnz2 + pp − p0
L2
z2,
q(z) = pp + L2bv
n − bvnz2 = pp + (L2 − z2) bvn.
Dostali jsme tedy dveˇ rovnice
p(z) = p0 +
(pp − p0
L1
+
L2
L1
bvn
)
z1, (3.18)
q(z) = pp + L2bv
n − bvnz2 = pp + (L2 − z2) bvn. (3.19)
Uvazˇujme, zˇe pravou cˇa´st potrub´ı o de´lce L2 zkra´t´ıme azˇ na infinitezima´ln´ı hodnotu
a budeme ji bra´t za hydraulicky´ odpor s vlastnost´ı (3.17).
L1 L2
p0 ps pp
Obr. 3.3: Prˇ´ıme´ potrub´ı s hydraulicky´m prvkem
Tlak prˇed hydraulicky´m prvkem bvn tedy vycha´z´ı
p(L1) = pp + L2bv
n = q(0), (3.20)
teˇsneˇ za hydraulicky´m prvkem
q(L2) = pp. (3.21)
Nyn´ı stejny´ prˇ´ıklad vypocˇ´ıta´me pomoc´ı distribuc´ı a Laplaceovy transformace ob-
dobneˇ jako ve 2. kapitole. Za´kladn´ı rovnic´ı, ze ktere´ budeme vycha´zet, je drˇ´ıve
odvozena´ rovnice (3.10).
Hydraulicky´ prvek vzda´leny´ o u od leve´ho konce potrub´ı modelujeme pomoc´ı Dira-
covy distribuce
q = −bvn δ′(z − u),
dostaneme rovnici
∂2p
∂z2
= −bvn δ′(z − L). (3.22)
Okrajove´ podmı´nky z˚usta´vaj´ı stejne´ a tedy
p(0) = p0 p(L) = p(L1 + L2) = ps + bv
n = pp. (3.23)
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Uzˇit´ım Laplaceovy transformace L {p(z)} = P (s) na (3.27)
s2P − s p(0)− p′(0) = −bvns e−sL,
P =
1
s
p(0) +
1
s2
p′(0)− bv
n
s
e−sL,
zpeˇtnou Laplaceovou transformac´ı L −1{P (s)} = p(z)
p(z) = p(0) + p′(0) z − b vnH(z − L).
Z okrajovy´ch podmı´nek postupneˇ dostaneme
z = 0 ⇒ p(0) = p0,
p(z) = p0 + p
′(0)z − b vnH(z − L),
vyuzˇit´ım podmı´nky na druhe´m okraji
z = L ⇒ p(L) = ps + bvn = pp,
p(L) = pp = p0 + p
′(0)L− bvn ⇒ p′(0) = pp + bv
n − p0
L
,
dosazen´ım vyja´drˇeny´ch konstant p(0), p′(0) do (3.1.3)
p(z) = p0 +
(pp + bvn − p0
L
)
z − b vnH(z − L). (3.24)
Prˇi vy´pocˇtech s distribucemi bereme de´lku potrub´ı L od leve´ho konce, azˇ za
hydraulicky´ prvek. Budeme-li cht´ıt zjistit tlak prˇed hydraulicky´m prvkem, budeme
muset k vy´sledku pro z = L
p(L) = p0 +
(pp + bvn − p0
L
)
L− b vnH(L− L) = pp,
prˇicˇ´ıst uvazˇovanou zmeˇnu tlaku v hydraulicke´m prvku
p(L− L2) = pp + bvn
Hydraulicke´ ztra´ty v neˇjake´m hydraulicke´m prvku (tzv. mı´stn´ı ztra´ty), obecneˇ
s parametrem bvn, ovsˇem nejsou jedine´ ztra´ty. Prˇi proudeˇn´ı skutecˇne´ (visko´zn´ı) ka-
paliny potrubn´ım syste´m vznikaj´ı vlivem trˇen´ı o mezn´ı vrstvu kapaliny tzv. de´lkove´
ztra´ty. Vlivem trˇen´ı vznika´ teplo, ktere´ odeb´ıra´ cˇa´st tlakove´ energie a zp˚usobuje
tedy tlakovou diferenci na dane´m potrubn´ım u´seku.
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Pro vy´pocˇet teˇchto ztra´t lze pouzˇ´ıt Weissbach˚uv 3 vztah pro d´ılcˇ´ı ztra´tovou meˇrnou
energii
Yzt =
n∑
j=1
(
λj
Lj
Dj
v2j
2
)
, (3.25)
Pro ztra´tovou diferenci tlaku, mezi bodu A,B plat´ı
∆pA,B = ρ Yzt(A,B) = ρ λA,B
LA,B
Dh(A,B)
v2A,B
2
. (3.26)
ρ hustota proud´ıc´ı kapaliny
λA,B Soucˇinitel trˇec´ıch ztra´t mezi body A a B
LA,B Osova´ de´lka potrub´ı mezi body A a B
DhA,B Hydraulicky´ pr˚umeˇr potrub´ı mezi body A a B
v2A,B Strˇedn´ı rychlost proud´ıc´ı kapaliny mezi body A a B
Kde hydraulicky´ pr˚umeˇr potrub´ı vypocˇ´ıta´me jako
Dh =
4Sh
Oh
,
tedy pro kruhovy´ pr˚urˇez o pr˚umeˇru d
Dh =
4pid2
4pid
= d.
K urcˇen´ı soucˇinitele trˇec´ıch ztra´t turbulentn´ıho proudeˇn´ı se uzˇ´ıva´ neˇkolik vztah˚u4
λ
0, 3164 Re−0,25 ocelove´ potrub´ı - Blausi˚uv vztah
0, 0032 + 0, 221 Re−0,237 ocelove´ potrub´ı - Advaniho vztah
0, 0054 + 0, 395 Re−0,3 ocelove´ potrub´ı - Herman˚uv vztah
0,288
Re0,226
plastove´ potrub´ı - Sˇevelev˚uv vztah5
Podle [8] maj´ı plastova´ potrub´ı velmi vy´znamne´ hydraulicke´ vlastnosti. Vynika´
prˇedevsˇ´ım velmi n´ızka´ drsnost steˇn omy´vany´ch proud´ıc´ı kapalinou, v porovna´n´ı
s ocelovy´m potrub´ım, cozˇ se projevuje nizˇsˇ´ım soucˇinitelem trˇec´ıch ztra´t λ.
3Dalˇs´ı podrobnosti v [14].
4Uvedene´ a mnohe´ dalˇs´ı lze nale´zt v [4].
5Podle [6].
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Reynoldsovo cˇ´ıslo Re je d˚ulezˇity´m parametrem, ktery´ prˇedstavuje vliv vnitrˇn´ıho
trˇen´ı kapaliny vlivem viskozity prˇi proudeˇn´ı.
Re =
vDh
ν
v strˇedn´ı rychlost proud´ıc´ı kapaliny v profilu
Dh Hydraulicky´ pr˚umeˇr potrub´ı
ν Soucˇinitel kinematicke´ viskozity
3.1.3 Obecny´ model
V obecne´m modelu budeme uvazˇovat p˚usoben´ı k hydraulicky´ch prvk˚u na prˇ´ıme´m
potrub´ı o celkove´ de´lce L
L1
p0 pp
L2
Lk−1
L
b1v
n b2v
n bk−1vn bkvn
Obr. 3.4: Prˇ´ıme´ potrub´ı s hydraulicky´mi prvky
Rovnici (3.10) ma´me ve tvaru
∂2p
∂z2
= −
k∑
i=1
biv
n δ′(z − zi). (3.27)
Okrajove´ podmı´nky
p(0) = p0 p(L) = pp (3.28)
Uzˇit´ım Laplaceovy transformace L {p(z)} = P (s) na (3.27)
s2P − s p(0)− p′(0) = −
k∑
i=1
s biv
n e−sui ,
P =
1
s
p(0) +
1
s2
p′(0)− 1
s
k∑
i=1
biv
n e−sui ,
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zpeˇtnou Laplaceovou transformac´ı L −1{P (s)} = p(z)
p(z) = p(0) + p′(0) z −
k∑
i=1
biv
nH(z − zi)
Z okrajovy´ch podmı´nek postupneˇ dostaneme
z = 0 ⇒ p(0) = p0,
p(z) = p0 + p
′(0)z −
k∑
i=1
biv
nH(z − zi),
vyuzˇit´ım podmı´nky na druhe´m okraji
z = L ⇒ p(L) = pp
p(L) = pp = p0 + p
′(0)L−
k∑
i=1
biv
n ⇒ p′(0) = pp +
∑k
i=1 biv
n − p0
L
dosazen´ım vyja´drˇeny´ch konstant p(0), p′(0) do (3.1.3)
p(z) = p0 +
(pp +∑ki=1 bivn − p0
L
)
z −
k∑
i=1
biv
nH(z − zi). (3.29)
Prˇi zapocˇten´ı vztah˚u (3.26) a (3.5), je zrˇejmeˇ tlakovy´ u´bytek zp˚usobeny´ trˇen´ım
proud´ıc´ı kapaliny o steˇny potrub´ı klesaj´ıc´ı linea´rn´ı funkc´ı
∆pz,0 = p(0)− p(z) = ρλ z
Dh
v2
2
.
Pokud se potrub´ı skla´da´ z po cˇa´stech r˚uzny´ch potrub´ı
∆pz,0 = p(0)− p(z) =
κ∑
i=1
(
ρλi
li
Dhi
v2i
2
)
+ ρλκ+1
z −∑κi=1 li
Dhκ+1
v2κ+1
2
,
kde
λi Soucˇinitel trˇec´ıch ztra´t potrub´ı i
li Osova´ de´lka potrub´ı i
Dhi Hydraulicky´ pr˚umeˇr potrub´ı i
vi Strˇedn´ı rychlost proud´ıc´ı kapaliny v potrub´ı i
κ Pocˇet potrub´ı ktere´ jsou prˇed posunut´ım z
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Konecˇny´ vztah pro celkovou zmeˇnu tlaku je tedy
p(z)6 = p0 +
( pˆp +∑ki=1 bivn − p0
L
)
z −
k∑
i=1
biv
nH(z − zi)−
−
κ∑
i=1
ρλi
li
Dhi
v2i
2
− ρλκ+1 z −
∑κ
i=1 li
Dhκ+1
v2κ+1
2
(3.30)
Jako prˇ´ıklad uvazˇujme potrubn´ı syste´m se trˇemi hydraulicky´mi prvky propojen
jedn´ım typem potrub´ı.
p0 = 30 000 Pa, pp = 6 000 Pa, v = 1000 m s
−1, n = 1, b1 = 3 kg m−2 s−1, b2 =
1 kg m−2 s−1, b3 = 5 kg m−2 s−1, ν = 1, 596 519 × 10−6 m2s−1, Dh = 1 m, l = 6 m,
z1 = 2 m, z2 = 4 m, z3 = 6 m, ρ = 1kg m
−3
Re =
vDh
ν
=
1000
1, 596519× 10−6 = 626 362 742⇒ λ = 0, 3164 Re
−0,25 = 2× 10−3
Yzt = λ
z
Dh
v2
2
= 2× 10−36
1
10002
2
= 6 000 Pa
dosazen´ım konstant do (3.30)
p(z) = 30000 +
(6000 + 6000) + (3000 + 1000 + 5000)− 30000
6
z−
−
k∑
i=1
(
1000 biH(z − zi)
)
− 1000
2
1000
z =
= 30 000− 2500 z −
k∑
i=1
(
1000 biH(z − zi)
)
6pˆp = pp + Yzt, tedy pp mus´ıme korigovat na tlak, ktery´ by byl na prave´m konci potrub´ı
prˇi zanedba´n´ı tlakovy´ch ztra´t trˇen´ım o steˇny potrub´ı.
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Obr. 3.5: Prˇ´ıme´ potrub´ı se trˇemi hydraulicky´mi prvky
Vid´ıme tedy, zˇe vy´voj tlaku v prˇ´ıme´m potrub´ı prˇi proudeˇn´ı visko´zn´ı kapaliny je
po cˇa´stech linea´rn´ı funkc´ı, ve ktere´ se smeˇrnice prˇ´ımek skla´daj´ı ze dvou funkc´ı, a
to u´bytku tlaku prˇi trˇen´ı kapaliny o steˇny potrub´ı, a o ztra´ty prˇi vnitrˇn´ım trˇen´ı
kapaliny.
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ZA´VEˇR
C´ılem te´to pra´ce je resˇersˇe teorie zobecneˇny´ch funkc´ı a formulace matematicky´ch
model˚u v teorii Pruzˇnosti a pevnosti a Hydromechaniky. Text tedy kromeˇ nezbytne´
teorie naznacˇuje mozˇne´ vyuzˇit´ı distribuc´ı a Laplaceovy transformace prˇi rˇesˇen´ı dife-
rencia´ln´ıch rovnic v mechanice kontinua.
V prvn´ı kapitole jsou distribuce zavedeny jako spojite´ linea´rn´ı funkciona´ly na pro-
storu testovac´ıch funkc´ı, nejsou tedy funkcemi. Ve druhe´ cˇa´sti teoreticke´ho u´vodu
jsou uka´za´ny d˚ulezˇite´ za´kladn´ı operace s distribucemi, a to prˇedevsˇ´ım s Diracovou δ
distribuc´ı, ktere´ se vyuzˇily v na´sleduj´ıc´ıch kapitola´ch. Jsou zde take´ uvedeny dalˇs´ı
d˚ulezˇite´ pozna´mky, naprˇ´ıklad o translaci Laplaceovy transformace.
Kapitola druha´ se veˇnuje vy´pocˇt˚um pr˚uhybove´ cˇa´ry nosn´ık˚u, ktera´ zde byla od-
vozena, pomoc´ı distribuc´ı. Pouzˇit´ı bylo uka´za´no na prˇ´ıkladu, na ktere´m bylo zrˇejme´
pouzˇit´ı distribuc´ı a modelova´n´ı vetknut´ı pomoc´ı pruzˇin. Obecny´ model pro vy´pocˇet
pr˚uhybove´ cˇa´ry nosn´ıku zat´ızˇene´ho nespojity´mi zat´ızˇen´ımi z tabulky 2.2 byl sesta-
ven jako alternativa ke standardn´ımu postupu rozdeˇlen´ı nosn´ıku na jednotlive´ cˇa´sti
a jejich postupne´ rˇesˇen´ı nebo k metodeˇ vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı tzv. Macaulayho funkce. Ja´drem
obecne´ho model je Laplaceova transformace, ktera´ definovane´ zat´ızˇen´ı nosn´ıku po-
moc´ı Diracova δ, prˇevede na soustavu linea´rn´ıch rovnic, ktera´ je snadno rˇesˇitelna´.
Vy´sledkem jsou koeficienty polynomu cˇtvrte´ho stupneˇ, ktery´ prˇedstavuje rovnici
pr˚uhybove´ cˇa´ry nosn´ıku.
V za´veˇrecˇne´ kapitole je prˇibl´ızˇen proble´m tlakovy´ch ztra´t prˇi proudeˇn´ı kapaliny
prˇ´ımy´m potrubn´ım syste´mem zp˚usoben trˇec´ımi silami a hydraulicky´mi odpory v po-
trub´ı. Obecny´ model pocˇ´ıta´ s p˚usoben´ım neˇkolika hydraulicky´ch prvk˚u o r˚uzny´ch
vlastnostech, ktere´ jsou propojeny potrubn´ım syste´mem z r˚uzny´ch cˇa´st´ı.
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SEZNAM POUZˇITY´CH SYMBOLU˚ A ZKRATEK
Symbol Rozmeˇr Velicˇina
b [kg ·m−(n+1) · s−(2−n)] Ztra´tovy´ soucˇinitel
C∞ [−] Mnozˇina funkc´ı, ktere´ jsou spojite´
i se svy´mi parcia´ln´ımi derivacemi vsˇech rˇa´d˚u
Dh [m] Hydraulicky´ pr˚umeˇr potrub´ı
D [−] Prostor testovac´ıch funkc´ı
D∗ [−] Prostor distribuc´ı
D ′ [−] Dua´ln´ı prostor k prostoru distribuc´ı
E [kg ·m−1 · s−2] Young˚uv modul pruzˇnosti
Fk [kg ·m · s−2] Velikost s´ıly p˚usob´ıc´ı v bodeˇ Uk
H(x) [−] Heavisideova funkce
I [−] Jednotkova´ matice (2 ×2)
Iz [m
4] Osovy´ kvadraticky´ moment k ose z
kp [N ·m−1] Tuhost tlacˇne´ pruzˇiny
ko [N ·m] Tuhost ohybove´ pruzˇiny
L [m] De´lka nosn´ıku/ potrub´ı
L {f(t)} [−] Laplaceova transformace prˇedmeˇtuf(t)
L −1{f(t)} [−] Zpeˇtna´ Laplaceova transformace prˇedmeˇtuf(t)
My [N ·m] Za´kladn´ı ohyb kolem osy z
Mk [N ·m] Velikost momentu p˚usob´ıc´ıho v bodeˇ Uk
O [−] Nulova´ matice (2 ×2)
Oh [m] Omocˇeny´ obvod potrub´ı
p [kg ·m−1 · s−2] Tlak
p(z), q(z) [−] Tlakove´ funkce v potrub´ı
r [m] Polomeˇr potrub´ı
R,C [−] Mnozˇina rea´lny´ch, komplexn´ıch cˇ´ısel
Ri,Si,j [−] Blokove´ matice (1 ×2)
Re [−] Reynoldsovo podobnostn´ı cˇ´ıslo
Sh [m
2] Pr˚utocˇny´ plocha
supp f(x) [−] Nosicˇ funkce f(x)
T [−] Distribuce
TH [−] Heavisideova distribuce
uk, zk [m] Posunut´ı bodu Uk, Zk ve smeˇru osy x, z
v [m · s−1] Strˇedn´ı rychlost proud´ıc´ı kapaliny
vr, vϕ, vz [m · s−1] Rychlosti kapaliny v cyl. sourˇadnic´ıch
y [m] Pr˚uhyb nosn´ıku v ose y
Y (s), P (s) [−] Obrazy Laplaceovy transformace
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Symbol Rozmeˇr Velicˇina
δ(x) [m−1] Diracova distribuce
εx [−] Pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı v ose x
η [kg ·m−1 · s−1] Dynamicka´ viskozita
ν [m2 · s−1] Soucˇinitel kinematicke´ viskozity
ρ [kg ·m−3] Hustota kapaliny
ϕ [−] Testovac´ı funkce
ϕˆ [rad] U´hel natocˇen´ı strˇednice
Ω [−] Oblast prostoru Rn
⊗ [−] Symbol tenzorove´ho soucˇinu distribuc´ı
∗ [−] Symbol konvoluce
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